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mit freundlicher Genehmigung

Mancher  verflixte Zauberwdrfel
liegt immer noch in bunter Unordnung.
Dann war es wohl zu schwierig, die
fehlenden Zwischenschritte des Lo&-
sungsweges im letzten Heft (11/80)
auszutiifteln. Deshalb kommen wir
nochmal auf den Wiurfel zuriick und
bieten eine besonders Ubersichtliche
Strategie des beriihmten englischen
Mathematikers John Horton Conway
(Cambridge), die uns Dr. Adrian R. D.
Mathias (Freiburg) gezeigt hat.

Wir sind sicher, dal} Sie es endlich
schaffen, die einfarbigen Seiten wieder-
herzustellen, sofern Sie die Zuge nur
genau in der angegebenen Weise aus-
fihren. Wer sich vertan hat, fangt am
besten wieder von vorne an, ohne sich
lange Uber das verdorbene Resultat zu
argern.

Von Anfang an kann nur Systematik
helfen, der Zufall macht jede Bemiihung
hinféallig. Sehr nutzlich sind ein paar
Gedanken  zur  Mathematik  des
Zauberwiirfels. Aber keine Angst, man
mufl} nicht erst Mathematiker werden,
um die Strategie zu verstehen.

Fur den Mathematiker bilden die
Wirfelbewegungen eine sogenannte
Gruppe. Der geniale Mechanismus des
Wairfels erlaubt es, die sechs Seitenfla-
chen um ihren Mittelpunkt zu drehen.
Die Mitte bleibt also immer an derselben
Stelle und bestimmt die Farbe der
ganzen Flache.

Wie im letzten Heft bezeichnen wir
Seitendrehungen um 90° im Uhrzeiger-
sinn (Vierteldrehung nach rechts, wenn
man auf die Seite schaut) mit den Ab-
kirzungen: O (oben), U (unten),

MATHEMATISCHES
KABINETT

Verflixt — nochmal

Warum ist der Zauberwdurfel so
verflixt? Die Mathematik des
Wirfels ist es, die helfen kann,
seine Eigenschaften zu erkennen
und eine Strategie zu erfinden.
Besonders in England und Ungarn
haben sich viele Mathematiker
damit beschaftigt und
verschiedene Losungswege
gefunden. Mit der folgenden
Strategie kann es jeder schaffen.

V (vorn), H (hinten), R (rechts), L
(links).

Drehungen der inneren Scheiben
lassen wir zundchst aulRer acht. Die
Buchstaben O, U, v H? R L1
bedeuten Drehungen gegen den
Uhrzeigersinn.

Alle solche Bewegungen kénnen wir
nacheinander am Wirfel ausfuhren und
entsprechend in Waiirfelsprache
aufschreiben. Das Wort VLH bedeu-
tet also: ,,Drehe die Vorderseite nach
rechts, dann die linke Seite nach hinten,
zum Schluf die Hinterseite im
Uhrzeigersinn. R? schreiben wir flr
RR.

Wollen wir in die Ausgangsposition
zuriick, kehren wir die Operation um.
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Wir lassen den Film riickwarts laufen
und fihren aus: HLVI Um ein
vorgegebenes Wort umzukehren, dre-
hen wir vom Ende her alle Bewegun-
gen um: Aus Drehungen im Uhrzeiger-
sinn werden Drehungen gegen den
Uhrzeigersinn und umgekehrt
(VLIH) = HT LV,

Was liefert die Umkehrung? Es sieht
danach so aus, als habe keine Bewe-
gung stattgefunden. Wir haben den
,leeren Zug*“ angewandt, das heif3t die
Identitat, abgekirzt 1d. Jetzt kénnen
wir Drehungen formal nachrechnen:

LLt=1d=L?L

(VLIH) (HtLvY

=VLI(HHY) LV?
=VLILV?
=Vvv1l

=1Id

Fir die Worte der Wiurfelsprache
haben wir inzwischen folgende Regeln
gefunden:

1) Die Worte der Wirfelsprache
entsprechen eindeutig den Drehungen
des Waurfels (Abgeschlossenheit).

2) Wir dirfen Bewegungen nachein-
ander ausflihren. Schreibt man die
Worte aneinander, so erhalten wir ein
neues Wort, eine Drehungsfolge.

Weil die Worte von links nach rechts
gelesen werden, gilt das Assoziativge-
setz: A (BC) = (AB) C = ABC

3) Jedes Wort A besitzt eindeutig
eine Umkehrung A mit AAT = AT A
=1d.

4) Die ldentitét bewirkt nichts:
IdA=Ald=A.

Das sind die Gesetze, die eine Gruppe
definieren.
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Strukturen mit diesen Eigenschaften
sind seit 100 Jahren Gegenstand ma-
thematischer ~ Arbeiten  (Kronecker,
Galois, Abel). Urspriinglich Klassifi-
zierte man gleiche algebraische Struk-
turen, die Gruppen, um algebraische
Gleichungen zu l6sen. Die ganzen Zah-
len bilden eine Gruppe beziiglich der
Addition. Heute verwendet man
Gruppentheorie sowohl in der Relativi-
tats- und Quantentheorie, als auch um
Ornamente zu erzeugen.

Der Zauberwirfel ist natlrlich eine
endliche Gruppe, selbst wenn es so
scheint, als gébe es unendlich viele
Kombinationen. Die Mathematik un-
tersucht auch unendliche Gruppen mit
unendlich vielen Elementen.

Eine ganz wichtige Unterscheidung
in der Gruppentheorie ist die zwischen
kommutativen Gruppen, in denen das
Ergebnis von der Reihenfolge der Ver-
knipfungen unabhéngig ist, und den
nicht kommutativen Gruppen. Ganze
Zahlen beispielsweise dirfen in vollig
beliebiger Reihenfolge addiert werden.
Ist der Zauberwiirfel auch kommutativ,
ist RV = VR?

Bestimmt nicht! Wer einmal mit dem
Wiirfel gespielt hat, weil3, dal} er ganz
anders aussieht, wenn man erst rechts,
dann vorn, oder wenn man erst vorn und
dann rechts dreht. Bei langeren Wértern
sieht man gar nicht mehr, daf3 eigentlich

dieselben Drehungen nur in
unterschiedlicher  Folge ausgefiihrt
wurden.

Das macht ja gerade das

Wiirfelproblem so kompliziert. Ware
die Drehgruppe kommutativ, dann
genugte es, die notwendige Anzahl von
Drehungen der verschiedenen Seiten
festzustellen. Die Reihenfolge waére
beliebig und der Warfel im Nu in
Ordnung.

Die Drehgruppe insgesamt ist nicht
kommutativ, aber sie hat Elemente, die
fur eine Vertauschung vertraglich sind,
wie R-L, O-U, V-H. Diese Bewegungen
sind unabhdngig voneinander, weil sie
nicht dieselben Teilwirfel drehen.

Unsere Aufgabe lautet nun also: Wir
missen nach allen Spielereien mit dem
Wirfel das Inverse zu den durchge-
fiihrten Drehungen finden. Dieser
rickwarts laufende Film erzeugt dann
die Identitat, so als wére nie eine Seite
gedreht worden. Da wir uns in der Re-
gel nicht gut genug erinnern, ist dieser
Vorgang unmaglich.

Wir kdnnen nur eine Strategie ange-
ben, die nach und nach jeden Teilwiir-
fel in seine urspriingliche Position zu-
rickfahrt, also das Inverse fiir jeden
kleinen Wiirfel gesondert sucht.

Jetzt fangen wir aber endlich wieder
an zu spielen. Denn fiir die Lésung
braucht man nicht einfach Mathematik,
sondern hauptsachlich ein dreidimen-
sionales Vorstellungsvermdgen und ein
gutes Geddchtnis, damit man sich an
seine Zige erinnern kann, und natiirlich
am besten einige Spielerfahrung. Die
Gruppenbegriffe systematisieren das
Problem, einen Losungsweg hat man
damit noch nicht.

Wir bauen den Wiirfel von unten
nach oben auf. Kein Wunder, dal3 die
Schwierigkeiten nach oben hin zuneh-
men, denn man hat immer weniger
,bewegliche” Teilwiirfel.

Aufsatze zum Wirfelproblem bieten
meistens lange Listen von Ziigen, die
einen bestimmten Zweck anstreben,
ohne die erreichte Ordnung zu zersto-
ren. Betrachten wir einmal eine solche
Drehung am geordneten Wirfel, den
wir notfalls durch Auseinandernehmen
und richtiges Zusammensetzen herstel-
len. Mit leichter Gewalt beschadigt die-
se Prozedur den Wiirfel nicht.

Was leistet (RVIR1V)?

= RVIRVRVIR1V?

Die Ecke vorn rechts der Oberseite
wird im Uhrzeigersinn gedreht, alle an-
deren Teilwirfel oben werden in der
Orientierung und am Platz erhalten.
Doch wie kann man jetzt das Durch-
einander im unteren Teil reparieren?
Dazu gibt es zwei Mdglichkeiten:

Wir fihren denselben Zug noch
zweimal aus und sehen, dafl der Wiirfel
wieder richtig ist. Man sagt, diese Dre-
hung hat die Ordnung 3, weil sie bei
dreimaliger Anwendung die Identitat
liefert. Es ist gut, die Ordnung der Dre-
hungen zu kennen. Eine einfache Sei-
tendrehung hat offensichtlich die Ord-
nung 4.
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Eine andere Mdglichkeit ist, dall wir
erst die Oberseite drehen und dann den
inversen Zug ausfihren, also (V-
RVR-1)2, Jetzt ist der untere Teil in
Ordnung, oben wurde eine Ecke im
Uhrzeigersinn und eine Ecke, die jetzt
rechts vorne ist, gegen den Uhrzeiger-
sinn gedreht. Um die Positionen oben zu
berichtigen, missen wir noch die
Oberseite zuriickdrehen.

Diesen zweiten Weg nennt der Ma-
thematiker Konjugation. Dabei muf
ganz peinlich beachtet werden, daf die
Teilwdrfel, die gedreht werden sollen,
immer erst an dieselbe Position ge-
bracht werden. In unserem Fall war es
die Ecke rechts vorn. Sonst wird ndm-
lich die invertierende Wirkung des
konjugierten Zuges nicht wirksam.
Nach diesen langen Uberlegungen sind
wir fiir die Strategie gerustet.
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1. Unterseite

Bei den Ecken und Kanten miissen
die seitlichen Farben mit den angren-
zenden Seitenmitten Ubereinstimmen.

a) Kanten

Zundchst ist es moglich, die Kanten
der Unterseite in die Mitte oder nach
oben wegzudrehen. Die Farbe, die nach
unten soll, wird in eine der ange-
gebenen Positionen gebracht (Abb. 1)
und der geeignete Zug ausgefiihrt:

(KL) Vv
(KO) V2
(KR) V
(K4) RIVR

b) Ecken

Falls die gesuchte Ecke oben ist, wird
sie in die Position rechts vorn gedreht.
Je nachdem in welcher Position die
Farbe ist, die nach unten soll, hilft einer
der Ziige EV, ER, EO (Abb. 2).

Ist aber die richtige Ecke unten am
falschen Platz, dann kann sie mit dem
Wiirfel nach rechts vorne gedreht wer-
den, und einer dieser Ziige beférdert sie
nach oben.

R

/
[ [

NN

/
d

e

/

(EV) VIOtV
(ER) ROR'
(EO) V-OVROZR'*

Schon ist die erste Seite fertig.
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2. Band

Die Unterseite bleibt nun fest. Die
fehlenden Kanten des mittleren Bandes
befinden sich entweder in der Oberseite
oder an falscher Stelle des Bandes. Im
ersten Fall bringen wir die Kante uber
die Seitenmitte derselben Farbe (Abb.
3). Diese Kante muf3 nun nach rechts
(BI) oder links unten (B2) rutschen.
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(B2)

Falls der richtige Teilwirfel an falscher
Stelle im Band steht, werfen wir ihn
mit Bl oder B2 erst nach oben.
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3. Oberseite

Jetzt bleibt nur noch eine Seite Ubrig.
Erst stellen wir die Teilwirfel an den
richtigen Platz, danach wird die
Orientierung zurechtgeriickt.

Position der Kanten

Folgende Drehungsfolge tauscht die
benachbarten Kanten vorn und links
aus und vertauscht und dreht zusatzlich
auch Ecken der Oberseite (Abb. 4):

/

N\

\_\\

/
~1"
~17

(PK1) OVROR1OV1

Deshalb muf} sie vor den oberen
Eckendrehungen erfolgen. Der untere
Teil wird nicht gestort. Mit wiederhol-
ter Anwendung gelangen alle Kanten
an die richtige Stelle. (Spater geben wir
noch abkirzende Tricks an).

Position der Ecken
Ein Zug mit Ordnung 2 vertauscht
die beiden vorderen Ecken (Abb. 5):

~1

NN

~J1

(PE1) VUV2U2V2UtyL

Dabei ist gewahrleistet, dall immer
nur 0, 2 oder 4 Eckenvertauschungen
nétig sind, wenn die Kanten schon am
richtigen Platz sind. Auch hier muR
wieder beachtet werden, daf die Ek-
ken, die bewegt werden sollen, immer
vorn stehen, damit die Konjugation
den unteren Teil richtigstellt.

Orientierung der Kanten
Bisher wiirden wir den bendtigten
Zug so schreiben:

(OK1) VU!ORUOHUOLU?O

Um die Schreibweise zu vereinfa-
chen und die Drehfolge besser zu
durchschauen, filhren wir zusétzlich
die Scheibendrehung B des Bandes ein
(Abb. 6).

Das hat den Vorteil, da wir die
oberen Ecken nicht von ihrer richtigen
Stelle wegdrehen. OK1 dreht also ab-
wechselnd die Vorderseite und das
mittlere Band im Uhrzeigersinn und
erreicht insgesamt, dal die vordere
Kante umgedreht wird (Abb. 7). Der
untere Teil wird auch veréndert.

vd
Hx"‘ﬂ./
vd
~

(OK1) (VB)*

Diese Drehung hat die Ordnung 2.
Bringen wir also die ndchste Kante, die
gekippt werden soll, nach vorn und
wiederholen OK1. Damit ordnen wir
den unteren Teil zurlick.
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Orientierung der Ecken
Eine Drehung der Ecke rechts vorn
im Uhrzeigersinn (Abb. 8) bewirkt:
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(OE1) (RV-R1V)?

Wir hatten schon ausprobiert, dal
OEL1 die Ordnung 3 hat.
Je nachdem, wie die anderen Ecken
gedreht werden missen, holen wir sie
nach vorn rechts und wiederholen OE1
oder drehen die Ecken gegen den Uhr-
zeigersinn mit

(OE2) (V-RVR).

Damit ist der Wiirfel endlich wieder
schdn in seiner Ausgangslage.
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Fur die schwierigen Falle der
Oberseite folgen nun einige hilfreiche
Tricks:

Positionsanderungen

Folgender Zug vertauscht drei Kan-
ten der Oberseite zyklisch im Uhrzei-
gersinn (Abb. 9):

™~
\\\\./
~17

/
AN

(PK2) L'RHRILO?’L'RHRL

Die Orientierung der Kanten wird
dabei verandert, die Ecken bleiben ganz
fest.

LR entspricht einer Bewegung S
der senkrechten Mittelscheibe nach
vorn (Abb. 10), R'IL ist die Umkehrung
St

~1"
~1

NI

Mit dieser Schreibweise verkirzt
sich PK2 zu
(PK2) SOS10?S0S™.

Sollen die Kanten uber Kreuz ver-
tauscht werden, dann erreicht
(PK3) (L?R2U?)?
die Vertauschung zweier gegentberlie-
gender Kanten. Anzuschlief3en ist eine
Vierteldrehung der Oberseite und die
Wiederholung von PK3. Zuletzt wird
die Oberseite zuriickgedreht.
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Mit dem folgenden Zug werden drei
Ecken gegen den Uhrzeigersinn zy-
klisch vertauscht, die Ecke rechts hin-
ten bleibt fest (Abb. 11):

/
NI

~

(PE2) LO'RIOL'O'RO

Die entsprechende Drehung im Uhr-
zeigersinn lautet:
(PE3) O'RIOLO'ROL!

Anderungen der Orientierung
(OE3) RIURVUV!

Die Ecke rechts vorn wird im Uhr-
zeigersinn gedreht, entsprechend gegen
den Uhrzeigersinn die Umkehrung:
(OE4) VUVIRIUTR
Vorsicht! Diese Zige haben Ordnung
45. Es muB also jeweils unbedingt die
Umkehrung folgen, damit der untere
Teil wieder richtig wird. Die Ecken, die
gedreht werden sollen, erst nach vorn
rechts bewegen!

Eine interessante Drehfolge stammt
von D. J. Benson (Cambridge) (Abb. 12):

[~

~
~1"
\\

/
\
\/
(OK2) VOV2ZLVL?0LO?
Sie kippt gleichzeitig zwei anliegen-
de Kanten und dreht drei Ecken gegen
den Uhrzeiger. Dieser Zug kann natir-

lich auch invertiert werden, so daB die
Ecken sich im Uhrzeigersinn drehen.

~
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Warum gelingt es immer, den Warfel
aus jeder Lage zuriickzuversetzen?
Warum bleibt am Ende nicht manchmal
ein einziger Teilwurfel in verdrehter
Position? Der  Algorithmus, das
Ordnungsverfahren, fiihrt tatsachlich
immer zum Ziel. Zu einem Algorithmus
gehort ein Beweis fiir das Funktionieren
der Methode. Dieser Beitrag kann das
natdrlich nur andeuten.

Fur die Unterseite und das mittlere
Band konnen die Teilwirfel offensicht-
lich immer in eine Lage und Orientie-
rung gebracht werden, von der aus der
Algorithmus anwendbar ist.

Fir die Oberseite muBte man jetzt
eine detaillierte Untersuchung, eine
Fallunterscheidung, anschlieRen. Wenn
die oberen Kanten am richtigen Platz
sind, sind es von den Ecken automatisch
auch null, eins oder vier. Zwei richtige
Ecken tauchen dann nicht mehr auf.

Um das zu verstehen, nehmen wir die
Wirfeloperationen unter die Lupe. Die
Seitendrehungen sind fir den Ma-
thematiker auch Permutationen (Ver-
tauschungen) der acht Ecken und zwolf
Kanten. Man unterscheidet gerade und
ungerade Permutationen, die sich &hn-
lich verhalten wie die geraden und un-
geraden Zahlen. Die Summe von zwei
geraden Zahlen ist wieder gerade. Die
Summe einer geraden mit einer unge-
raden  Zahl ist ungerade. Die
,Hélfte“ der Zahlen ist gerade, die
,andere Hélfte« ist ungerade. Das ist bei
den Permutationen genauso. Man kann
nachrechnen, dall der geordnete Wirfel
genau alle geraden Permutationen
erlaubt. Seitendrehungen sind gerade
Permutationen. Und zwei gerade Per-
mutationen nacheinander sind ja wieder
gerade.

Hétten wir zum Schlu der Strategie
nur noch zwei Kantenwirfel zu vertau-
schen, dann waére diese Situation eine
ungerade Permutation, zu der man nur
gelangt, wenn man den Wirfel ausein-
andernimmt und falsch zusammenbaut.
Damit ist gezeigt, daB die Positionierung
der Teilwurfel immer erreicht werden
kann. Ahnliche Parititsargumente kann
man sich auch fir die Orientierungen
tberlegen.

Dieser Uberblick macht es schon
moglich auszurechnen, wieviele Ge-

Seite6von 7

sichter der Wirfel haben kann. Dazu
bauen wir den Wurfel im Geiste zusam-
men. Die Seitenmitten sind fest. Fir den
ersten Eckenwirfel gibt es acht
verschiedene Stellen zur Auswahl, fir
den zweiten dann nur noch sieben, fir
den dritten sechs Eckplatze und so fort.
Fir alle Ecken sind das
8-7-6-5:4-3.2.1 = 8! (Fakultat)
Madglichkeiten. Die Kanten haben ent-
sprechend 12-11-10---1 = 12! ver-
schiedene Anordnungen.

Weil eine Ecke drei Farben besitzt,
kann sie auf drei verschiedene Weisen
eingesetzt werden. Kombiniert man
diese Alternativen fiir alle Ecken, so
erhalt man 38 Orientierungen. Jede der
zwoOlf Kanten hat zwei Farben, das sind
insgesamt 22 Kantenorientierungen.
Setzt man die Maoglichkeiten fir die
Position und die Orientierung zusam-

men, dann kann der Wirfel auf
3% . 212 . 121 . 8! Arten aufgebaut
werden.

Wir haben aber gesehen, daR nicht
alle Permutationen erlaubt sind. Fir die
Position kommen nur die geraden
Permutationen in Frage, das sind die
Hélfte der Positionen, also

121-8!/2.

Weiter sind aus Paritatsgriinden nur ein
Drittel der Eckenorientierungen, 3%/3,
und die Halfte der Kanten-
orientierungen, 2%/2 moglich. Damit
haben wir fir den Zauberwirfel die
unvorstellbare Zahl von
12!-8! 38 212

2 3 2
43 252 003 274 489 856 000
mdoglichen Gesichtern ausgerechnet.

Wer mit dem Wirfel vertraut ist,
sucht nun nach anderen Aufgaben und
neuen Mustern. Besonders regelméRige
Symmetrien entstehen bei den Ele-
menten der ,,Slice*- und , Antislice*-
Gruppen. Die ,,Slice“-Gruppe besteht
aus allen Scheibendrehungen. Fir die
»Antislice“-Gruppe  werden  gegen-
Uberliegende Seiten voneinander weg-
gedreht, also beide im oder beide gegen
den Uhrzeigersinn.
(Beispiel: RL, Ot UY).

Die Phantasie wird ja nur durch die
gerade ausgerechneten 43 Trillionen
Maoglichkeiten eingeschrankt.
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Version vom 2024-07-05

Hintergrund:

Dieses Dokument ist ein restaurierter Scan des Originalartikels:
bild der Wissenschaft 12-1980: Mathematisches Kabinett:
LVerflixt - nochmal“

Kleine Anderungen waren notwendig:

Die Aufteilung des Artikels in die drei Spalten wurde zwecks
Ubersichtlichkeit verandert.

Die Originalbilder wurden durch Bilder von V. und S.
Schubert ersetzt, um eine Freigabe zu erhalten. Die
Drehbilder sind im Vergleich zu den Originalen etwas
vereinfacht. Das alte Titelbild zeigte einen Wiirfel mit
angedeuteten Drehbewegungen.

Einmal wurde 1 Bild durch 2 Bilder ersetzt.

Die Namen/Kiirzel der Ziige im Abschnitt , 1.

Unterseite“ wurden geandert.

Abschnitt ,,Orientierung der Kanten“ wurde leicht erweitert.

Schreibfehler wurden korrigiert: ,,212/2¢

Das Recht zur Weitergabe dieser Fassung wurde freundlicherweise
erteilt durch die Redaktion bild der wissenschaft am 2024-06-06.

Danke an Simon fur das Titelbild.

Wie bild der wissenschaft schreibt, wurde Ihnen das Verfahren vom
Mathematiker Adrian R. D. Mathias gezeigt. Dieser war in Cambridge
ein Doktorand beim nur 7 Jahre dlteren John Conway.
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